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分析業務にとって，数字の取り扱いは命である．有効数字やデータのばらつきは，ほとんどの現場担当

者が無意識のうちに正当な方法で処理しているはずであるが，あらためて統計学の用語を目の前にすると

自信を無くす人が多い．本講は，そのような人たちに自信を持たせ，あるいは体系的な知識を学習するた

めの出発点と成ることを意図したものである．今回は，平均値，区間推定の概念及び棄却検定の基礎的な

部分について説明する． 
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One of the most important items for the analyst is the handling of the numerical data. The almost analysts handle 

and treat the numeric data, significant figure or dispersion for example, obtained from the measurement in the correct 
way unconsciously. However, there are many analysts who lose the self-confidence, when they wish to use the 
description of the statistical terminology. This lecture is intended giving a starting point for giving the self-confidence 
and learning a systematic knowledge to such people. In present part of this lecture, the basis of average, interval 
estimation, and rejection test will be explained.  

 
 
４．平均値 
４．１ 平均値とは 
さて今回は，分析業務でもっともふつうに用いられ

る平均値について考えてみよう．データの集まりを 
      とした場合，通常の平均値 は 

            (22)  
 
とあらわされる．しかし，平均の取り方はこれだけで

はない．(22)は，別に「単純平均」とか「算術平均」「相

加平均」と呼ばれる平均値であるが，あらゆる場合に

適切な（「正しい」ではない事に注意）母集団の平均

値の推定値を与えるわけではないのである．ましてや，

常に真値に近い値を与えるわけでもない． 
 単純平均以外で比較的なじみの深い平均の取り方と

して，「二乗平均」がある．二乗平均の計算は，すで

に出てきた分散の計算とほぼ同じ式である．すなわち，
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{ }nxxx ,,, 21 Lデータの集まり      に対して 
 

          (23) 
で計算される．二乗平均は別名「二乗平均平方根」と

か「平均二乗偏差」「RMS (Root Mean Square)」とも呼

ばれ，単純平均とは少々違う使われ方をする．すなわ

ち，「偏差」という用語が示すとおり，「真の値」か

らどの程度ばらついているかという指標を与えるので

ある．  は とその分散  を用いると 
 

                               (25) 
とあらわされる．すなわち，常に単純平均より大きな

値を示すとともに，単純平均が 0 のときにはそのデー

タの分散を与える事がわかる．このことからも，真の

値からのばらつきを表しているということが，なんと

なく想像がつくであろう． 
あるいは「相乗平均」も，不等式の証明問題の一つ

として数学の教科書で見たことを覚えておられるかも

しれない．相乗平均は英語でGeometric meanと呼ばれ，

日本語でも「幾何平均」という別名がある．相乗平均 
 は， 
 

                            (26) 
で与えられる． が，i について順序性があるときなど

につかわれる．例えば，ある日の体積膨張が 20%で次

の日が 80%だったとすると，2 日間の膨張率の平均は 
       となり，約 47%と計算できる．（例え

ば       だから 58%と答えると間違いである．

すなわち，           だからである．） 
また，「調和平均」(Harmonic mean)と呼ばれる平均

値も使用される．調和平均は，以下の式 
                            

(26) 
 

で計算される．もっともよく使われる例は，電気回路

において並列に接合された抵抗器全体で示す抵抗値の

算出であろう．同じ基準で表された割合同士の平均を

求めるときに用いられるのが，調和平均である． 
平均速度の問題も，調和平均の一つの良い例となる．

例えば，行きが毎分 60m，帰りが毎分 90m のスピード

で往復したときの平均スピードは， 
 
 

となり，毎分 72m となる．（例えば，     で毎

分 75mと答えると間違いとなる．すなわち，仮に 180m
の距離を往復したとすると，行きに 3 分，帰りに 2 分，

合計5分かかったことになるから，     となる．） 
数学の世界では，これらを統合した一般化平均 
 

         (27) 
 

が定義されている．それぞれm = 1, m = -1 が単純平均及

び調和平均となり，m→0 の極限で相乗平均を表せるこ

とがわかる． 
 このように，平均値と一口に言っても様々な種類が

あり，目的によって使い分けることになる． 
 
４．２ 単純平均の性質（不偏推定） 
出だしから少々脱線気味であるが，実際には(22)の単

純平均がもっとも実用的に用いられているのは言うま

でもない．この単純平均は，統計学上大変都合の良い

性質を持つ．すなわち，「母集団が計算可能な平均値

と分散を持つとき，母平均に対してもっとも良い不偏

推定量」（正確には「線形不偏推定量」）なのである．

母集団は，正規分布でなくてよい．また，通常の式で

計算された分散も，母集団に対する不偏推定量である． 
この「不偏推定量」とは，推定しようとする値に最

も近い数値である（偏りが少ない，あるいは無い）こ

とを意味する．すなわち単純平均は，その値が得られ

る元となるデータの範囲で，母平均に最も近いか一致

した値を与えるのである．また分散は，母分散の (n-1)/n
で与えられることを前回の最後に示したが，これが不

偏推定量に相当する． 
以下に，多少数学を駆使して単純平均が最も良い「線

形不偏推定量」であることを示す．数式の展開を理解

する必要はないが，単純平均といえども厳密な理論の

展開の裏付けを有していることを実感して頂ければと

考える． 
さて，前回の講義の最後に期待値を与える関数を用

いた説明を行った．ここでの議論でも期待値を用いる

ので，その関数   についてきちんと定義を示そう．

x はデータ      をとるものとし，それぞれの値

をとる確率が       であるとしよう．ここで， 
         である． 
すると，x の期待値は 
 

              (28) 
で定義される．この関数   は，次のような性質を

持つ．すなわち a と b を定数とすれば 
 

        (29) 
次に，      それぞれの値に対応した別の一
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連の値        を仮定して，次式の様な値 
 を作る． 
 

               (30) 
(30)の計算は，xiに重みwiをかけて足し合わせることを

意味しており，この様な計算を xi の「線形結合」と呼

ぶ．   を一種の推定値と見なすことにし，これがもし

「不偏推定量」であるとすれば，     の母集団

の平均値を  とすると， の期待値   が 
                                 (31) 

となっていることが，「不偏推定量」であることの定

義である．また，「不偏推定量」であるために， 
 でなければならない．要する

に，wiは(28)の piと対応していて，それぞれの値をとる

確率と考える事と実質的に同じである．このあたりの

詳しい理由を知りたい方は，統計の教科書の「不偏推

定」の項を調べて頂きたい． 
さて問題は，x~がX に対して最も良い（最も差の少

ない）推定量となるためには，重み wiがどのような値

をとるかを調べる事である．それには，x~がどの程度

母集団の平均値X からばらつくかを求める式を作り，

その性質を見てみればよい．それには，x~の期待値が

母集団の平均値X と等しいとした定義と wiの総和が 1
であることを利用して，(30)で定義された推定値と母集

団の平均値の差をとり 
 

         (32) 
ばらつきは「平均値との差の二乗の期待値」であるこ

とが統計学の教科書に記されているので，その定義を

利用し，X が定数であるので     であることに

注意すれば 
 
 
 
 
 

             (33) 
 
ここで，各 xiは互いに無関係であるとするならば， 

のときは 
 

                      (34) 
であるというのが統計学の教えるところであり（互い

に無関係ならば共分散は 0 に等しい），またX  は母集

団の平均値であるから定数あることからで， 
も定数として扱えるから，それを c とす

れば，(33)は 
 

                      (35) 
という極めて簡単な式に書き直せる．したがってこの

問題は，結局wiの総和が 1 である(    )という拘束

の下で(35)の値が最小になる wi を見つければよいこと

になる．これには，解析学のツールの一つであるラグ

ランジュの未定係数法を用いる．すなわち(35)と拘束条

件     から関数F を以下のようにとり 
 

          (36) 
F を最小にする wiを求めればよい．したがって，F を

wiで微分して 0 とおけば 
 
 
 

                           (37) 
   
拘束条件     を用いると 
 
 
 
 
 

           (38) 
  
となる．つまり，n 個のおもみが総て同じ 1/n をとると

きに，線形推定量x~は母集団の平均値X に最も近くな

る．すなわち不偏推定量を与えるのである． 
繰り返すが，単純平均を用いる時に，このようなめ

んどくさい理論を理解する必要はない．むしろ，ここ

で展開したような厳密な理論に裏打ちされているので，

最も性質の良い推定値として安心して利用できるのだ

と言うことを実感して頂ければ，十分である． 
なお，不偏推定の理論自体は結構ややこしいことも，

以上の展開で御理解頂けたと思う．興味のある方は，

是非，教科書を参照して頂きたい． 
 

４．３ データから値を推定するとは（区間推定） 
 さて，通常我々が用いている平均値（単純平均）の

正体ははっきりしたが，一つだけ注意しておかねばな

らないことがある．それは，「平均値を真の値と誤解

してはならない」ということである． 
平均値は，先の説明の通り「母平均の不偏推定量」

である．しかし， 
母平均は真の値ではない． 
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統計学では，「母平均を，真の値の代わりになると仮

定」して，議論を進めているだけである．これを再度

ここで確認しておこう． 
前回の講義で，計測値は，母集団を仮定しそこから

無作為に抜き取った値と見なすことが出来ると説明し

た．それにより，標本平均を単純平均値として求める

と，母集団の平均値（母平均）に最も近い値を与えて

くれるというのが，図６にまとめてもある前節の説明

の内容であった． 
しかし実際には，元のデータがどういう分布に属し

ているかなど，分かりっこないのである．したがって，

とりあえず正規分布を仮定し，測定はそこからデータ

を取り出す（標本を抽出する）事と仮定し，平均値と

分散を計算しているのだ（図７）．その値が与える情

報とは，図７の下の方に示してある灰色の区間なので

ある．例えば大体 68%の確率で母平均の値が含まれて

いる「値の存在区間」は (x - σ, x + σ) で与えられる．

98%以上を期待するのであれば，「値の存在区間」は (x 
- 3σ, x + 3σ) をとればよい． 

 

ここで，ちょっと注意して頂きたいのは，値の区間

を記述するための書き方である．「値 a と b に挟まれ

た区間」を記述するのに，(a, b)と［a, b］という２つの

書き方がある．(a, b)は，この区間の両側の値 a と b は，

この区間に含まれない．一方，[a, b]と書くと，両側の

値 a と b もこの区間に含まれる．すなわち，例えば(x - σ, 
x + σ)の場合であれば，x - σ と x + σ は，推定区間に含

まれないのである． 
当然，区間を広くとれば，その中に「当たり」が含

まれる確率は高くなる．この確率は，解析者が自分で

判断して決めねばならない．そして，この区間に含ま

れる総ての値は，「どれも等しく母平均の候補」なの

だ．平均値を特別扱いする根拠は，何もないのである． 
このように，値の存在範囲を推定することを区間推

定と呼ぶ．これに対して，平均値や分散のように特定

の値を求めることを点推定と呼ぶ．正確に定義し直す

と，「点推定」とは「標本集団の値を用いて，母集団

の分布を表現するパラメータを数値として推定するこ

と」である．これに対して，「区間推定」とは「点推

定で推定したパラメータの分散や信頼区間を示すこ

と」である．図７の下に示したものは，標本平均の信

頼区間であり，その意味はすでに説明したとおりであ

る． 
では，ここまでご説明したようなややこしい概念を

なんにも考えずとも，平均値をあたかも真の値同様に

使用した結論を用いてもほとんど不都合が起こってい

ないのは何故か．筆者が思うに，とどのつまりは，自

然は親切であり，単純なのだ．計測者がよほど変なこ

とをしない限り（整備の悪い装置を使用するとか），

データはほぼ正規分布的なのだ．…というか，多分そ

うなのだろう． 
 
５．検定 
５．１ 検定とは 

さて，平均値を求める為に複数のデータを使用する

事になるわけであるが，手元のデータを何も考えずに

そのまま使って良いのかどうか迷ったことはないだろ

うか．なるべく繰り返しの実験を頑張って，何個かの

結果の数字が得られたとする．その中に，一つだけ飛

び抜けて離れた値が存在していたりすると，そのデー

タを捨てるのは忍びないが，それを入れると平均値に

対する標準偏差もあまり良くないし…と悩むことはよ

くある． 
確かに，なるべく「たちの良い」平均値を得ること

が，後の処理の信頼性も高いものとできることは，容

易に想像がつこう．しかし，数回の繰り返し測定を行

図６ 標本平均と標本分散の母集団との関係 

図７ 区間推定のおおざっぱな概念 
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うと，どうしても１個ぐらいかけ離れて見える結果が

得られるものである．「常に正しい測定がなされてい

る」という大前提が満足されているのであれば（飛び

離れたデータの原因が合理的に推定できない場合），

このかけ離れた数字を統計学的な仮定の下に検討し，

以後の処理に使わない（データの棄却）かどうかを決

めることができる． 
また，例えば同じ測定を同じ装置で繰り返す実験を，

実施期間を改めて２回行ったとする．その場合，２セ

ットのデータと平均値及び分散が得られるわけである

が，これらを併せて使用して良いかどうか悩んだこと

無いだろうか．この判断にも，検定を用いることが出

来る． 
統計の教科書をひもといてみると，検定とは「区間

推定値から，母集団が特定の分布に従っているかどう

かを検証すること」とある．すなわち，前章で説明し

た区間推定が，ここでは重要な役割を果たすのだ． 
実際にどうするかと言うと，標本（測定データと思

えばよい）が特定の分布に従う母集団から抽出された

とする仮説を立て，この仮説の真偽を調べるのである．

これが，「検定」である．つまり，前節までの議論で

は，測定値がある分布を持つ母集団から抜き出された

物だという考えで，平均や分散を取り扱った．この母

分散を利用し，あらたに現れたデータがこの分散に従

っているかどうか見極めようとするのが検定だという

ことになる． 
検定の結果は，yes かno である．この判断をするた

めに，まず仮説を立てる．例えば，「新たに得られた

データが，確率○％で母集団に属するものである」と

いうようなものである．この最初に立てられる仮説を，

統計では「帰無仮説（きむかせつ）」という．次に，

こうした帰無仮説から予想される値（理論的な分布か

ら求めたりする）と，実際に測定データから計算され

た値が一致する確率（よく「p値」と呼ばれる）を求め

る．帰無仮説から求めたり，検定のためにデータから

計算されたりする量は，「統計量」と呼ばれる． 
このp値が，帰無仮説にしたがって決めた基準(「有

意水準」と呼ぶ．αで表されることが多く，5％または

1％が使用されることが多い）よりも小さい（つまり｢起

こりそうもない｣）場合には「有意差がある」として，

帰無仮説は棄却される．そうでなければ，「有意差が

無い」として，帰無仮説が採用される． 
検定を行うためには，まず，帰無仮説から予想され

る量の存在範囲を決めねばならない．これには，２つ

のやり方がある． 
一つは，区間推定に用いられたパラメータ（平均値

や分散）を用いて理論的に決めるやり方である．これ

を，パラメトリック検定という．特に，pによって決め

た母平均が存在する区間を「信頼区間」と呼ぶ．また，

実際にはデータの個数が有限個であることから，この

影響を補正するための新たな理論関数により信頼区間

を推定することもなされる． 
また，信頼区間が前もって数表等で与えられており，

解析者が式に従ってデータから統計量を計算し有意水

準に基づいて判断する検定もある．この代表的なもの

の一つが棄却検定であり，突発データのように一つだ

け飛び離れているように見えるデータをどうするかの

判断に有効である．管理図による品質管理も，広義の

棄却検定と言える． 

図８ 区間推定と信頼区間の関係 

図９ Grubbs の棄却検定の手順 
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５．２ 棄却検定 
 例えば，一連の n 個の測定データについて，例えば             

のように並べ替えられたとすると，

多くの場合最大のデータか最小のデータが異常値とし

て問題となる．最大か最小のデータ１個について，棄

却できるかどうかの判別法として，ISO 5725/JIS Z 8402
ではGrubbs の方法[1]をまず推奨している．この方法で

は，まず総てのデータ n 個に対して，平均 
  と分散               を計算す

る．これを用い， に対して 
 

                                 (39) 
あるいは  に対して 
 

                                (40) 
を求めておく．あわせて，間違って捨ててしまう判断

をする可能性（有意水準）を確率の数字で与える．こ

の値は，α = 0.05 あるいは 0.01 （間違える確率が 5%
あるいは 1%）が推奨されている．Grubbs は，α及びデ

ータ数 n に対して，捨てていいかどうかの基準を与え

る数表を示している．(39)もしくは(40) で与えられる値

が数表の値以上であれば，その間違える確率（危険率）

を覚悟の上でデータを捨てる判断をとることになる． 
 

もし，  と のどちらが異常値かあらかじめ予想できな

い場合は，αの値を倍にして判断する（有意水準 0.05
であれば，α= 0.1 とする）．以上のプロセスを図９に，

棄却検定のための数表を表１に示す．多くの統計学の

教科書に，この表は載せられている． 
 また，もっと簡便な方法として Dixon の方法[2]も利

用できる．計算方法と数表の例を，図10に示しておく．

この方法は，ISO 5725/JIS Z 8402 に提示されているが，

改訂後の ISO 5725 からは削除された．一方 JIS では，

電卓一つで簡単に計算が可能であることから現場で良

く利用されてきた現実もあり，相変わらずGrubbs の方

法を第一としDixon の方法を第二としている． 
一方，最大値も最小値も両方疑わしい場合であると，

ISO 5725 はPearson – Stephens の方法[3]を推奨している

（図 11）．この方法では，Grubbs の方法の   や  のか

わりに以下の式で計算される      を用いる． 
 

               (41) 
Grubbs の方法と同様に有意水準αとデータ数 n に対応

した棄却限界を与える数表が示されており（表２），

表の値以上であれば最大値と最小値両方を棄却するこ

とになる． 

nxxx ≤≤≤ K21

n
xxxx n+++

=
L21

n
xxi∑ −

=
2)(σ

1x

σ
1

1

xxT −
=

nx

σ
xxT n

n

−
=

1x nx

1T nT
σ/R

σσ
1xxR n −=

表１ Grubbs の棄却検定表 

図 10 Dixon の方法 
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 ここまでの説明で，棄却検定は管理図の応用とよく

似ていることに気がつかれた方もおられると思う．実

際，棄却検定の手法は，過去のデータの蓄積にまさる

ものではない．したがって，過去のデータの蓄積（経

験）により作製された管理図が存在する場合には，そ

ちらによる判断を優先させるのも一つの方法といえよ

う．またGrubbs の方法では，データ数を無限大とした

場合の有意水準に対する棄却限界の数表も示されてお

り，管理図との併用には，こちらの方がよいかもしれ

ない． 
棄却検定は，「分散分析」と呼ばれる統計処理のも

っとも基本となるものである．その前段階として，測

定に付随する誤差をあらかじめ十分に検討しておかね

ばならない．これに対して，データに対する許容誤差

という概念とその標準的な手順については，JIS Z 8402
に示されている． 
 
さて次回は，２つの平均値を比べて差が有為かどう

かを見る，２組のデータのばらつきを見て同じかとど

うかを判断する，あるいはいったい測定を何回繰り返

せばよいか，などのより実戦的な話をしてみたい． 
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表２ Pearson – Stephens の棄却検定表 

図 11 Pearson – Stephens の方法 


